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Abstrak

Evaluasi distribusi gabungan merupakan bagian penting dalam matematika asuransi dan manajemen
resiko. Perbandingan evaluasi distribusi gabungan menggunakan algoritma Konvolusi dan rekursi Panjer
akan dikaji dalam tulisan ini.
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Abstact
Evaluation of the compound distribution is an important part in the field of mathematics insurance and
risk manajement. Comparative evaluation of the compound using Convolution algorithms and Panjer
recursion will be reviewed in this paper.
Keyword: compound distribution, convolution, panjer recursion

PENDAHULUAN dimodelkan menggunakan collective risk

Salah satu pilar dalam teori
model.

resiko klasik dan asuransi adalah analisa . .
Collective risk model merupakan

kumpulan resiko atau jumlahan klaim oroses acak. Misalkan peubah acak N

dari seluruh polis-polis dalam suatu menyatakan jumlah Klaim yang terjadi

portofolio asuransi. Ada dua cara untuk dari suatu portofolio polis dalam suatu

melakukan ~analisa  akumulasi klaim rentang waktu tertentu, dan peubah acak

(Kulgman, et al. 2004), yaitu dengan X; adalah besar klaim ke—i, untuk i =

model resiko individu (individual risk 12, ... N. Total klaim dari portofolio

model) dan model resiko Kolektif dalam  periode tersebut  adalah,

(collective risk model). Individual risk S =X, +X,+..+X,. Asumsi yang
model melihat polis secara individual, ]
o ) digunakan untuk mempermudah dalam
sedangkan collective risk model melihat o _
) ) mempelajari model resiko kumpulan S
jumlahan klaim secara menyeluruh ] i
di atas yaitu,

i Xy, Xy, ... did
ii. peubah acak N, Xi, X,

dalam portofolio bukan polis secara
invidual. Akumulasi klaim asuransi
kebakaran dan kerugian adalah salah

. saling independen
satu contoh asuransi yang cocok
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Evaluasi  distribusi  gabungan
sangatlah penting dalam collective risk
model. Ada beberapa pendekatan yang
dapat dilakukan yaitu algoritma
Konvolusi, algoritma Rekursi untuk
kelas distribusi yang lebih besar dalam,
Fast Fourier Transform (FFT), sparse
vector, dan lain — lain. Dalam tulisan ini
penulis akan mengkaji algoritma
Konvolusi dan Rekursi Panjer dalam
evaluasi distribusi gabungan.

FUNGSI DISTRIBUSI GABUNGAN

Fungsi distribusi gabungan S dari
total jumlah klaim dari seluruh polis
dalam portofolio adalah fungsi yang
dapat digunakan untuk melakukan
analisa kumpulan resiko yang imple-
mentasinya pada asuransi kebakaran
digunakan untuk menghitung premi
reasuransi stop loss. Sifat-sifat dis-
tribusi gabungan akan dibahas dalam

beberapa teorema di bawah ini.

Teorema 1. (Bowers, et. al., 1997)
Diberikan variabel random total klaim
S yaitu S=X,+X,+..+ X, dengan
variabel random N jumlah klaim dan X;
iid.

34

b. Var(s)=E(N)Var(X)+(E(X)) Var(N)

c. mg(t)=m,(logm, (t)).
bukti:
a. E(S)=E(E(S|N)).

=S E(X, ..+ X, [N=n) P(N=n)
=S E(X, ..+ X,[N=n)P(N=n)
“SE(X,+..+%,)P(N=n)

:gnE(X)P(N:n)
—E(X)E(N)

b. Dengan menggunakan dekomposisi

variansi diperoleh,

Var(S) =E(Var(S|N))+Var(E(S|N))

E(Nvar(X))+Var(Ng)
=E(N)Var(X)+(E(X)) Var(N)
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=my (logm, (t)).

Pemilihan distribusi dari N akan
berpengaruh pada distribusi dari S.
Terdapat beberapa bentuk khusus yang
sering digunankan dalam analisa model
resiko, vyaitu untuk N berdistribusi
Poisson, maka S berdistribusi gabungan
Poisson, dan untuk N berdistribusi
binomial negatif, S berdistribusi ga-
bungan binomial negatif.

Teorema 2. (Bowers, et. al., 1997)

Untuk  NDOPOI(4), S disebut
distribusi gabungan Poisson dengan
E(S)=AE(X), Var(s)=2E(X?)
dan mg (t)=expa(m, (t)-1).

bukti :

cukup jelas menggunakan Teorema 1.

Teorema 3. Untuk N O BIN(r,p), S

disebut distribusi gabungan Binomial

Negatif dengan E(S) :%E(X),

bukti :

cukup jelas menggunakan Teorema 1.

ALGORITMA KONVOLUSI
Misalkan dua peubah acak Xi, Xa,
yang saling independen dan
S =X,+ X,dengan daerah diberikan

pada gambar di bawabh ini.

-

I\

s}

Tm{m

I

Gambar 1. Daerah X, + X, <s

Fungsi distribusi dari S adalah
Fs(s)=P(S<s)=P(X,+X,<s).
Jika adalah peubah acak diskrit maka

dengan hukum peluang total dapat
diperoleh,

FS(S)ZWZS;P(Xl+X2 <8|X,=r)P(X,=r)

=D P(X, <s—r|X,=r)P(X,

Vr<s

Diketahui X;, X independen,
sehingga diperoleh,
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Fs(8)= 2. R (s=1) i, (1)

Vr<s
1)
Hal yang sama juga diperoleh untuk
peubah acak kontinu. Proses pada

persamaan (1) disebut konvolusi dari

sepasangan fungsi distribusi Fxl(xl)

dan F, (x,), yang dapat dinotasikan

dengan F, *F, . Algoritma Konvolusi

untuk distribusi gabungan secara umum

diberikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 1. Konvolusi (Kass R., 2008)
Distribusi bersyarat S untuk N = n
adalah

F(s)= P(Sés):iP(X1+...+XN <s|N=n)P(N=n),

n=0

atau dapat dituliskan dalam bentuk lain

Fs(s)ziP*”(s)P(Nzn), dan
n=0
fo(s)=2p"(s)P(N=n)
n=0
bukti :
cukup jelas menggunakan hukum

peluang total.

Contoh 2. Diketahui jumlah klaim N

Diasumsikan
1
P(X=1) =5 serta

P(X=2)=P(X=3)= Tentukan

N

distibusi dari S.
Untuk kKlaim N
berdistribusi Poisson dengan A =2,

-29n

jumlah

. Distribusi S

n!

akan ditentukan menggunakan

algoritma Konvolusi. Dari Teorema 4,

berdistribusi Poisson dengan A =2. diperoleh tabel konvolusi ~ sebagai
berikut,
N 0 1 2 -
fs(x)=>_p™"(x)P(n)
n=0
P(N=n) | e? 2e 2e 4
X PP (x) | PH(x) | PE(x) “(x)
0 1 e‘z
1
1 Loe7 g2
2 2
2
1 li _1 E.Ze‘2 +£2e‘2 =e”?
4 22 4 4 4
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1 11 11 1 11 1 1., 1., 14 , 7,
- ——4—=== ——== —2e°+-2"+—.—e"=—e
4 24 42 4 24 8 4 4 83 6

11 11 11 5

——t——t——=—

24 44 42 16

11 11 1

——t——==

44 44 8

11 1

44 16

Terlihat bahwa evaluasi distribusi
gabungan  menggunakan  algoritma
Konvolusi sangat rumit dan

membutuhkan perhitungan yang sangat
banyak terutama ketika n semakin besar.
Algoritma rekursi adalah salah satu
untuk  distribusi

pendekatan  lain

gabungan.

ALGORITMA REKURSI PANJER
Algoritma berikutnya yang dapat
digunakan untuk mengevaluasi distribusi
gabungan adalah Algoritma rekursi
Panjer. Relasi yang mendasari rekursi
Panjer diberikan dalam Teorem 5 di
bawah ini. Pada beberapa literatur
banyak dijumpai algoritma rekursi lain
yang menggunakan relasi yang sama

relasi berikut.

Tabel 1. Konvolusi Distribusi Gabungan Poisson A =2

Teorema 5. (Kass R., 2008)
Distribusi gabungan S dengan N adalah
jumlah klaim yang

terjadi dengan

_PIN=n) = (a +Ej atau  dapat
P(N=n-1) n
ditulis dalam notasi lain

a, =qn_1(a+%), untuk n = 1, 2,.., dan

Xi adalah besar klaim ke — i dengan
x>0,Vx e X, adalah

B Pr[N =0] , jika p(0)=0
f(0) {mN (log p(0)) . jika p(0)>0

1 H_ b
f(s)= a+— |p(h) f(s—h), s=12..
e eICy LU
(3.1)
bukti:
Untuk s = 0, dengan menggunakan

fs(s)=P(S =s):iP(X1+...+ Xy =S|N=n)P(N=n) (Teorema 4.),

n=0
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diperoleh bahwa p(0)=0 maka
f(0)=Pr[N =0], dan untuk
jika p(0)>0 maka

f(0) =m, (log p(0)).

dengan X; dan k — 1 variabel yang lain
iid dan simetris, jelas

E(a+%|Tk :sj: a+9[ij: a+2 (i)
sk k

S

Harga harapan tersebut dapat pula
dinyatakan dalam bentuk,

Untuk s = 1, 2,.., dibentuk
T, =X, + X, +...+ X, . Ada k iid variabel,

E(a+%|T = s] =ia+b—sh P(X,=h[T, =5) :Z(a+%] P(X, =
h=0

s
h=0

(i)

Dari (i), (ii) dan relasi g, = qn_l(a+%j , diperoleh Distribusi gabungan S yaitu

k=1
=Z(a+ )qk_lP(Tkzs)
k=1
= bX
=Z(E(a+ sl T, =s) 4P (T, =)
k=1

I 3 O e
:Zw:qk-li(a+l)5k])P(Xl_h)P(Tk_Xl_s_h)
:Zs:(a+bsh)P(Xl=h)iqk1P(Tk Xl—S—h)

:hzs;(a+b:)p(h)f(s—h)
:ap(O)f(s)+th;(a+b:)p(h)f(S_h)
diperoleh,
F(s)=— 1 Z( mjlo(h)f(—h)
1-ap(0) 1= s -

Algoritma rekursi Panjer hanya distribusi—distribusi itu adalah distribusi

dapat digunakan untuk distibusi yang Poisson,  Binomial Negatif, dan

memenuhi relasi Teorema 5., dan Binomial. Berikut formula rekursi untuk
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distribusi gabungan Poisson, Binomial
Negatif, dan Binomial,

. Distribusi Poisson (6) meme-
nuhi q, =qn_1(a+%), dengan dengan

a=0 dan b=6>0. Persamaan 3.1
untuk distribusi Poisson () adalah,
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f(s)=%29hp(h)f(s—h), S=12..
h=1

Contoh 2. Tentukan distibusi dari S
pada Contoh 1. dengan algoritma
Rekursi Panjer.

Diketahui distribusi gabungan Poisson

&% dengan dengan A=2 dan
AN=Q=""=¢", jlep0=0
fg= o " P[X :1,2,3]:%,%,%. Dengan
{kori0)=er{élpl0-4]™", Jiar0>C
Teorema 5. diperoleh,
f(s):%(z.l.p(l) f(s—1)+2.2p(2) f (s—2)+23.p(3) f (s-3))
1 1 1 1
==121=.f(s-1)+4.=.f(s-2)+6.~.f (s—
S( Li(sneali(s-2)r6 (s 3)]
=%(f (s-1)+ f(s-2)+ . (s_s)j
untuk s =1,2,.... Diperoleh,
f.(0)=e"?,
1 2
L= f0=e?,
f (2):1(f (1)+ fs(0))==(e* +e?)=e
S 2 S S '
1 3 1( , = _ 7
f.(3) =§( fs (2)+ fs (1)+E g (0))=§(e 21e”? e ijge 2.
Contoh implementasi rekursi Panjer d=length(p)
dalam program R dengan menggunakan fs[1]=exp(-theta*(1- p[1]))
. . . . for (s in 1:maks){
Panjer.Bin function yaitu, otemp=NULL
if ((s+1)<=d) ptemp=p[2:(s+1)]
Panjer.Poi<- function(theta,p, if (s+1)>d) {
maks=100) ptemp=p[2:d]
{ ptemp[d:s]=0
if  (sum(p)>1flany(p<0))  stop("p }

parameter not a density")
fs=NULL

ptemp=ptemp*((1:s)*theta)
ftemp=fs[s:1]
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fs[s+1]=((1/s)*p[1]))*(ptemp%™
%ftemp)

if (sum(fs)>0.99999999) break
}

return(fs)

¥

I Distrbusi  Binomial  Negatif

(r,0) memenuhi qnzqn_l(a+%),

f(0)= 0 r
my, (log p( )):[1_(1—9)p(0)] |
1
O O

(1-6)(r-1)h

dengan a=1-6, dan
b=a(r-1)=(1-60)(r-1).  Dengan
f=1-a dan I :l+§ sehingga

O<a<l dan a+b>0, atau a=1-9,
dan b=a(r-1)=(1-0)(r-1).
Persamaan 3.1 untuk distribusi
Binomial Negatif (r,0) adalah,

Pr[N :o]:(”g_l]ef (1-6)’ =0", jika p(0)=0

jika p(0)>0

[p(n) (s

(1-9) i(u(r_l)h]p(h)f(s—h), 5:1,2,....

1-(1-0)p(0) £

Contoh implementasi rekursi Panjer

S

dalam program R dengan menggunakan
Panjer.Bin function yaitu,

Panjer.NegBin<-
maks=100)
{
if  (sum(p)>1flany(p<0))  stop("p
parameter not a density")
fs=NULL
d=length(p)
fs[1]=(theta/(1-(1-theta)*p[1]))"r
for (s in 1:maks){

ptemp=NULL

if ((s+1)<=d) ptemp=p[2:(s+1)]

function(r,theta,p,

40

if ((s+1)>d) {
ptemp=p[2:d]
ptemp[d:s]=0
}
ptemp=ptemp*((1:5)*(r-1)/s+1)
ftemp=fs[s:1]
fs[s+1]=((1-theta)/(1-(1-
theta)*p[1]))*(ptemp%*%ftemp)
if (sum(fs)>0.99999999) break

¥

return(fs)

ks
i Distrbusi ~ Binomial  (k,0)

. b
memenuhi qnzqn_l(a+ﬁ), dengan
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Persamaan 3.1 untuk distribusi
Binomial (k,0) adalah,

,jika p(0)=0

jh
L0 lp(h)t(s—n)

f(0)=
m, (log p(o)):(1_9+ee'°gp(°’)k =(1-0+6.p(0)) , jika p(0)>0
) 1 . 0 (1+k)(07
f()—l_(g(gljp(o)hz1 (9 1)

_ (—7‘9) zs(_u(“sk)h]p(h)f (s-h)

)
T

6 -1 6 -1

0-1-6p(0) s

-0
ToGE- ()18

Contoh implementasi rekursi Panjer

S

dalam program R dengan menggunakan
Panjer.Bin function yaitu,
Panjer.Bin<-
maks=100)
{
if  (sum(p)>1llany(p<0))
parameter not a density")
fs=NULL
d=length(p)
fs[1]=(1-theta+theta*p[1])"k
for (s in 1:maks){
ptemp=NULL
if ((s+1)<=d) ptemp=p[2:(s+1)]

function(k,theta,p,

stop("'p

(1+k)h

IO

-0 s(_1+(1+k)h]p(h)f(s—h)
: (_“ (1+|<)h]p(h)f (s-h), s=1,2,..

if ((s+1)>d) {
ptemp=p[2:d]
ptemp[d:s]=0

}
ptemp=ptemp*((1:5)*(1+k)/s-1)
ftemp=fs[s:1]
fs[s+1]=(-theta)/(theta*(1-p[1])-

1)*(ptemp%*%ftemp)
if (sum(fs)>0.99999999) break
}

return(fs)

¥
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SIMPULAN

Algoritma rekursi Panjer mempermudah
evaluasi dari distribusi  gabungan
dibandingkan algoritma  konvolusi.
Akan tetapi algoritma rekursi hanya
dapat dijalankan untuk distribusi
gabungan tertentu saja yaitu distribusi
gabungan Poisson, Negatif Binomial,

dan Binomial.
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